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Zusammenfassung

Fir Entscheidungsprobleme jenseits von Bernoulli-Rationalitét und subjektivem Erwa-
tungsnutzen existieren zahlreiche Kakile. Besondere Bedeutung hat der auf eine Axi-
omatiserung Schmeidlers zuriickgehende CEU-Kakil. Dieser ist gleichzeitig sehr al-
gemein, aufwendig und schwierig interpretierbar. Der Beitrag definiert das ,modifizie-
te HurwiczKriterium® as Verallgemeinerung des bekannten Hurwicz-| -Kriteriums bei
Ungewissheit fur den Fall, dass untere und obere subjektive Wahrscheinlichkeiten fir
die Umweltzustande vorliegen. Das Ergebnis des Beitrages ist der Bewels, dass dieses
Kriterium en Speziafal des CEU-Kakils ist. Die implizieten Préferenzordnungen
gentigen also insbesondere Schmeidlers Axiomatisierung.

Abstract

For decision making various theories exist beyond Bernoulli rationality and subjective
expected utility. A specid significance has the CEU-model based on axioms of
Schmeidler. At the same time, this model is very genera, elaborate, and hard to inte-
pret. This paper defines the “modified Hurwicz criterion” as a generaization of the
known HurwiczI -criterion under uncertainty for the case that lower and upper prdo-
abilities do exist for the environmental states. Its result is the proof that this criterion is a
specid case of the CEU-model. The implied preference orders therefore satisfy espe-
cialy Schmeidler’s axiom.
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1 Einleitung und Einordnung in die Diskussion

Seit eniger Zeit werden eine Vielzahl sogenannter |, Nichterwartungsnutzentheorien®
diskutiert, die Savages Theorie des subjektiven Erwartungsnutzens verallgemeinern.
Verstofe gegen die Axiome, die dieser Theorie zugrunde liegen, lassen sich grab in
JAllas-artige® und ,Ellsherg-atige’ eintelen. Als Allais-artige VerstdRe gegen die
Erwartungsnutzenaxiome werden solche bezeichnet, bei denen subjektive Wahrschein-
lichkeiten vorliegen, die Wahl jedoch nicht anhand des mit ihnen entwickelten Erwa-
tungsnutzens getroffen wird. Sieht sich der Entscheidungstréger subjektiv nur unter
Schwierigkeiten in der Lage, subjektive Wahrschenlichkeiten zuzuordnen, so werden
die entsprechenden Versto3e Ellsberg-artig genannt. Fir Allais-artige Verstol3e gilt ke
sonders die Theorie des ,antizipierten Nutzens® as interessant, welche Zustandswalr-
scheinlichkeiten rangabhéngig adjustiert (Quiggin 1982).

Liegen beide Klassen von Verstéfen vor, so kann auf den CEU-Kalkuil zuriickgegriffen
werden, der sich nicht additiver Kapazitéten anstelle von (additiven) Wahrscheinlich-
keitsmallen bedient. Die implizierten Pré&ferenzzuordnungen gentigen der Axiomatise
rung von Schmeidler (1989). Leider ist der CEU-Kalkll pdoch sehr aufwendig in der
Anwendung und vor allem schwierig interpretierbar.

Fur lediglich Ellsherg-artige Verstolze liegt bislang kein Uberzeugendes Konzept vor;
die bisweilen vorgeschlagene Maximierung des minimalen Erwartungsnutzens
(Gilboa/Schmeidler 1989) hat den gravierenden Nachtell, stets von einem maximalen
Pessimismus des Entscheidungstrégers auszugehen. Dieser Beitrag schlagt eine einfache
Erweiterung des bekannten HurwiczKriteriums fir Entscheidungen bei Ungewissheit
vor. Ungewissheit bezeichnet vollstandige Unkenntnis sogar subjektiver Wahrschen-
lichkeiten.

Fihlt sich ein Entscheidungstréger in der Lage, untere und obere Wahrscheinlichkeiten
fur ale Umweltzustéande anzugeben, so kann dieses modifizierte HurwiczKriterium
angewendet werden. Ungewissheit ist offenbar der Spezialfall unterer und oberer Watr-
scheinlichkeiten, bel dem ale unteren Wahrscheinlichkeiten O und ale oberen Walr-
scheinlichkeiten 1 betragen. Das Kriterium bildet fir jede Handlungsaternative eine
Konvexkombination H des resultierenden unteren und oberen Erwartungsnutzens mit
dem Pessimismus-Parameter | 1 [0;1] als Praferenzfunktional. Fur | = 1 ergibt sich die
Maximierung des minimalen Erwartungsnutzens as Spezidfall. Das modifizierte Hur-



wicz-Kriterium wurde auch von Kofler/Menges (1976) benutzt, alerdings vor einem
anderen Hintergrund. Ahnliches gilt fiir Ghirardato (2001).

Das Ergebnis dieses Beitrages ist der Beweis eines Theorems mit folgendem Inhalt:
Liegen fur jeden Umweltzustand untere und obere Wahrscheinlichkeiten vor, dann defi-
niert fir ein festes | 1 [0;1] das Préferenzfunktional H eine Préferenzordnung, die der
Axiomatisierung von Schmeidler (1989) geniigt. Die Intervale zul&ssiger Wahrschen-
lichkeiten erzeugen dabei eine (gewohnlich nicht additive) konvexe Kapazitét p as ihr
Infimum und eine konkave Kapazitdt p, as ihr Supremum. Insbesondere erzeugt die
Konvexkombinationp =1 ~ p+(1-1) " p, mit demselben | ene Kapazitét p, deren
Choquet-Ewartungsnutzen stets mit dem Préferenzfunktional H des modifizierten
Hurwicz-Kriteriums Ubereingtimmt. Der Beweis zeigt im Wesentlichen diese Gleich-
heit.

2 Voraussetzungen und Definitionen

Wir gehen von einem Entscheidungsproblem mit endlich vielen Handlungsalternativen
A1, ..., Ay und endlich vidlen Umweltzusténden S, ..., Ss aus. Alternative A, fihrt bei
Zustand S zum Nutzen ug, und der Entscheidungstrager misst Zustand S die wutere
Wahrscheinlichkeit p und die obere p bei, wobei 0 £ pe £ p £ 1 fir dle sgilt.

I 5 . g g i
R =[(pr....ps): pil [IOiI; piu] i=1...S03 pi =1y (1)
1 i=1 i;
bezeichnet die Menge zuldssiger Verteilungen. Die subjektiven Zustandswahrschen-
lichkeiten liegen aso fir Zustand S im Intervall [pS'; ps']; weiter ist nichts tiber sie be-
kannt. Im Fall psI = ps" fir ale s liegt eine Entscheidung bei Risiko vor.

Fur jede Alternative bezeichnet Byin (U(Ag) den minimalen und Bya (U(A9)) den nme
ximalen Erwartungsnutzen, der mit der Menge der unteren und oberen Wahrscheinlich-
keiten vertrgglich ist, d. h.

Evin(U(A)) = inf {E, U (A} @
und
Emax(U(A)) = sup{E (U (AL} ©}



E, bezeichnet den Erwartungswert bei Vorliegen von Verteilung p = (p, ..., ). Well
die Intervalle geschlossen sind, werden die Extrema in (2) und (3) offenbar angenam-
men. Die Berechnung der Ein (U(A9)) und Buax (U(Ay) erfolgt einfach Uber die aus
Nutzensicht am wenigsten und am meisten vorteilhafte Verteilung, die mit den gegete-
nen Wahrscheinlichkeitsintervallen vertréglich ist. Formal liegt fur jede Alternative ein
lineares Minimierungs- und ein lineares Maximierungsproblem vor. Aus dieser Uberle-
gung wird auch deutlich, dass fir jede Alternative ale Erwartungswerte im Intervall
[Emin (U(AY); Emax (U(Ag)] konsistent mit den Wahrscheinlichkeitsintervallen sind.
Umgekehrt kommt jeder Wert im Intervall auch als Erwartungswert einer zul&ssigen
Verteilung vor, ndmlich als Konvexkombination der Verteilungen, die zu minimalem
und maximalem Erwartungswert der Alternative fuhren (, Extremalverteilungen®). Inso-
fern kann zu Recht davon gesprochen werden, dass jeder Alternative ein Erwartungs
nutzenintervall zugeordnet ist.

Fir den festen, reellen Parameter IT[O;l] ist das modifizierte Hurwicz
Préferenzfunktional H fir Alternative Aq definiert als

Hi(A) = 17 EmnU(A) + @ 1) Emax(U(Ad)) (4.

Fir Teilmengen T moglicher Umweltzustande, T {Sy,...,Ss}, werden folgende MaRe
definiert:

p (1) = ip?fp{p(T)} (5)
und

pu(T) = Sr‘f%{p(T)} (6)
pr (1) = 17 pi (T)+ @ 1) pu (T) (7).

p (T) ist aso die kleinste, p, (T) die grofte Wahrscheinlichkeit, die mit den unteren und
oberen Wahrscheinlichkeiten, d. h. mit P, vertréglich ist.

p und p, sind jedoch im Allgemeinen keine Wahrscheinlichkeitsmalle fir Zustands-
mengen T, weil Infimum und Supremum bei Vereinigung zweier digunkter Mengen T
und U in der Regel nicht additiv sind. Es wird sich jedoch zeigen, dassp stets eine kon-

vexe und p, eine konkave Kapazitét ist, und dass es sich auch bei p; um eine Kapazitét



handelt. Als Kapazitdt auf einer Obermenge bezeichnet man ein (Mengen)Mal3 p, das
folgende Eigenschaften erflllt (Schmeidler 1989):

@ /B=0
(b) (9=1
(0 Ti U=pMEpU" TUI S
Eigenschaft (c) wird als Monotonie von Kapazitdten bezeichnet. Alle Wahrscheinlich-

keitsmal3e sind offenbar Kapazitéten, nicht jedoch umgekehrt. p wird konvex genannt,
wenn fir zwel beliebige Mengen T und U gilt:

p(TE U)+pT C U)2 p(T) +p(U).

Gilt diese Ungleichung stattdessen mit dem ,£“-Zeichen, so ist p konkav. Gewdhnlich

jedoch sind Kapazitéten weder konvex noch konkav.

Fir die Berechnung des Choquet-Erwartungswertes von Alternative A bel Vorliegen
der Kapazitét p, CEUp(As), werden zunéchst die Zustéande nach absteigenden Nutzen-
werten geordnet und neu nummeriert, d. h. nach der Umnummerierung gilt
Ua® Uz ...% Ug. Dann gilt nach Schmeidler (1989)
s e 0
CEUp (Aa) = d ua.ao Usis pgu s, (8).
=1
Fur i=1 steht in der hinteren runden Klammer eine leere Vereinigung, die definitiors-
gemal3 die leere Menge ist und somit eine Kapazitéat von 0 hat.



3 Theorem

Mit den Bezeichnungen aus dem vorherigen Abschnitt gilt folgendes Theorem:

Theorem: Bel einem Entscheidungsproblem mit endlichen vielen Handlungsaternativen
und Umweltzustdnden liegen untere und obere Wahrscheinlichkeiten vor. Fir einen
redlen Parameter | T [0;1] und mit den Definitionen (1) bis (8) gilt dann:

(8 p ist eine konvexe Kapazitét,
pu ist eine konkave Kapazitét,
p ist eine Kapazitét.

(b) Der Choquet-Erwartungsnutzen der Kapazitdt p stimmt bei identischem | fir
jede Alternative A; mit dem modifizierten HurwiczPraferenzfunktional H
Uberein, d. h. esgilt CEU,  (Ad) = Hy (Aa).

(c) Durch H wird eine Préferenzordnung auf der Alternativenmenge {Aq, ..., Aa}
induziert, die den Axiomen von Schmeidler (1989) genugt.

Der Beweis des Theorems folgt in Abschnitt 4. Insbesondere Uberlegt man sich, dass
aus H (A) > H (A nicht notwendig folgt, dass es eine zulassige Vertalung p TP
gibt, o dass B, (U(A)) > B, (U(AY)).

Eine préferierte Alternative muss also fur keine zuldsige Verteilung einen hoheren E-
wartungswert aufweisen; sonst wirden im Umkehrschlul® die Praferenzen des modifi-
zierten HurwiczKriteriums niemals gegen die Axiome der subjektiven Erwartungsnut-
zentheorie verstof3en, was aber bekanntlich der Fall ist.

Aus (c) folgt mit Schmeidler (1989) insbesondere, dass die Praferenzordnung das Uh-
abhangigkeitsaxiom (“sure thing principle') der subjektiven Erwartungsnutzentheorie
fur komonotone Alternativen erfullt. Zwei Alternativen A und A; sind komonoton,
wenn sie die Zustdnde in die gleiche Ergebnisrangfolge bringen, d. h. wenn fir jedes
Paar von Zustéanden S und S gilt: ur > Us P Ujr > Us. Flr nicht komonotone Alternati-
ven muss das Unabhangigkeitsaxiom in Schmeidlers Axiomatisierung nicht erfallt sein.

Das Ergebnis lasst sich folgendermal3en veranschaulichen: Zunéchst wird die Untersu-
chung der Alternativen auf Nutzenerwartungen reduziert, also auf die Erwartungsnu-
zenintervalle. Tats&chlich existieren fir jeden Erwartungsnutzen in dem Intervall ach
zuléssige Verteilungen, die diesen erzeugen. Eine Verdichtung auf eine Zahl muss line-
ar in den Intervalendpunkten sein, damit sie mit einer fundamentalen Eigenschaft des



Risikonutzens im Sinne von Neumanns und Morgensterns vertréglich ist, die auch der
CEU-Kalkil verwendet: der Invarianz der Praferenzordnung gegen positive Skalierun-
gen (Multiplikation mit einem positiven Faktor). Jede nicht (positiv) lineare Funktion
der beiden Endpunkte konnte ndmlich bei Multiplikation aller Nutzenwerte mit einer
geeigneten positiven Konstante die Rangfolge der Alternativen hinsichtlich des Préfe-
renzfunktionals verandern. Eine Normierung eines beliebigen positiven Funktionas
fuhrt andererseits automatisch auf das modifizierte HurwiczKriterium.

Es existiert eine gut ausgearbeitete Theorie, die sich mit oberen und unteren Walr-
scheinlichkeiten beschéftigt: Die Evidenztheorie von Dempster und Shafer; ihre U-
sprungsarbeit ist Dempster (1967). Die Evidenztheorie bezeichnet untere Wahrschen-
lichkeiten as Glaubwirdigkeiten (,bdiefs') und obere as Plausihilitéten (,plausibili-
ties'). Beide sind Kapazitéten, wobei Glaubwirdigkeiten konvex und Plausibilitdten
konkav sind. Trotz der grofRen Bedeutung von unteren und oberen Wahrscheinlichkeiten
fur Entscheidungskakile bei Ambiguitét, die sich schon aus Ellsbergs Beispiel ergibt,
und die nicht zuletzt in ihrer klaren und einfachen Interpretation begriindet liegt, findet
dieser Ansatz bisdang noch vergleichsweise wenig Beachtung. Dies liegt vermutlich
nicht zuletzt daran, dass eine énfache axiomatische Verankerung wie die hier gegebene
bislang nicht vorlag.

4 Beweisdes Theorems
ZU a

Aus der Definition von p und p, folgt, dass es sich bel diesen Mal3en um Kapazitéten
handelt, vgl. auch Ott (2001), S. 63 f. Die Konvexitét von p beweist Schmeidler (1986),
der Beweis der Konkavitdt von p, verlauft analog. Auflerdem folgt aus der Definition
von Kapazitdten unmittelbar, dass Konvexkombinationen von Kapazitédten wieder Ka
pazitdten sind: Neben dem Mal3 von leerer Menge mit 0 und dem der Obeamenge mit 1
Ubertrégt sich auch die Monotonie bei Bildung von Konvexkombinationen offensich-
lich. Damit ist (a) bewiesen.



2ub

Zu zeigen ist CEU, (A) = H;(A)

Esgilt
CEUp, (Aa)
§ é i 9 9 o} a1 0.‘)
= uadpiUs;T+0-1)py ';-|p|9U Sjz-(-1)p Us;u
= & & g 8 2 R S|
s € & 0 a1 oY 5 € @& o} a1 &0
=17 & uaint $& pls; ) inf ga pls; Ji+ (- 1) & ua esup®a pls; )7~ suptd pls; Ju
i=1 S'd PZEFI a pl Pzgj—l % i=1 &pl Pz&—l g Pzgj—l %

Nach Definition von H ist (b) also bewiesen, sobald Folgendes gezeigt wird:

7

2

eS U' S e &I 0 ag 1 ('jJ
(i) inf, eaua.p. = 3 uxint €3 pls; )i inf €4 pls; )
R &= iz & P&a 5 PP&3
sowie

Es ist also mit anderen Worten zu zeigen, dass die Wahl der Zustandswahrschein-
lichkeiten als Gewichte aus den Choquet-Kapazitéten das Erwartungswertfunktiona im
zuldssigen Bereich gerade minimiert (i) bzw. maximiert (ii). Dies ist der Definition der
Gewichte des Choquet-Erwartungsnutzens bei konvexen bzw. konkaven Kapezitéten

tatsachlich inhérent, wie folgende Uberlegungen verdeutichen:

(zui)
5

e 5 = i B ols .y Bl - i
Wahle p; : Eﬂm; apSJ I-a- énnfa apSJ!a i=1...,S

(a) p* = (pl p*s) ist nach Konstruktion der p* Zuldssig.
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(b) Esgilt
é’lsu p*‘irrfgésu |o*l:J

aiMi — € ai Pi U,
i=1 P PG~ a

d.h. p” minimiert das Erwartungswertfunktiona: Wahle = (p;,...,ps) mit p* p*.
Sei k der kleinste Index, fir den P, * py-

S S
Fal T B> pxP & Ug B > a8 UaiP
i=k i=k

g  _ 2 .
P Qus B >auashi»

i=1 i=1
weil sich die Gewichte zu 1 addieren missen und die y; absteigend
geordnet sind.

. =k 0 a1 |0
Fal 22 p, < pe =inf §Q p(Sj); inf €3 D(Sj);
j=1 ﬂ pl Pz%j:]_ g

-1 o aek )
b inf €& p(Sj ):+ P < inf ¢4 D(Sj ):

PPEE g PREa )
P pl P, weil sich sonst ein Widerspruch zur Wahl eines der beiden
Infima ergibt.

p ist also zulassig und minimiert das Erwartungswertfunktional. Damit ist (i) gezeigt.

(i) folgt mit analoger Argumentation: p = (f)l,..., f)s) mit

%(; 0 66'361 O
Bi=sp 3 pls )Z- sup 64 pls )j
Pl P,&j=1 FRLLAE! o

maximiert das Erwartungswertfunktional unter zulassigen Verteilungen. Damit ist Telil
(b) des Theorems bewiesen.

(uc)

Aus der Gleichheit der Praferenzfunktionale, die in (b) bewiesen werden, folgt (c) un-
mittelbar, weil nach Schmeidler (1989) die Préferenzen, die das Funktional CEU, in-
duziert, seiner Axiomatisierung gehorchen. Damit ist das Theorem bewiesen, g. e. d..
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5 Reslimee

Der CEU-Kakil und Schmeidlers Axiomatisierung sind zwar sehr  algemeingtiltig,
leider jedoch auch aufwendig in der Anwendung und schwierig interpretierbar. Fur den
wichtigen Speziadfall, dass fir alle Zustdnde untere und obere (subjektive) Wahrschen-
lichkeiten vorliegen, erweist sich das modifizierte HurwiczKriterium, eine Verdlge-
meinerung des bekannten Hurwicz| -Kriteriums bel Ungewissheit, als wichtiger Spez-
afal des CEU-Kalkils.

Dieser Spezidfadl ist gleichermalen einfach anwendbar, klar interpretierbar und gut
kompatibel mit der Theorie des subjektiven Erwartungsnutzens. Er erlaubt die Modd-
lierung Ellsherg-artiger VerstoRe gegen die Axiome der subjektiven Erwartungsnutzen-
theorie.

Weiterer Forschungsbedarf liegt besonders in zwei Richtungen:

Zunéchst wére eine Verallgemeinerung des Ergebnisses von Wahrscheinlichkeits
intervallen auf beliebige, konvexe Wahrscheinlichkeitsmengen winschenswert, die
direkt an der Maximierung der minimalen Nutzenerwartung von Giboa/
Schmeidler (1989) ansetzt.

Besonders erstrebenswert ist eine Axiomatisierung, welche das modifizierte Hur-
wicz-Kriterium notwendig charakterisiert und nicht nur auf digenige von Schmed-
ler (1989) zurtickfihrt. Das modifizierte HurwiczKriterium ist ein Speziadfall des
CEU-Kakils, enthdlt seinerseits aber die subjektive Erwartungsnutzentherie as
Spezialfall. Deshalb ist zu erwarten, dass in einer solchen Axiomatisierung das Uh-
abhéangigkeitsaxiom nur fir eine echte Teilmenge aller Alternativenpaare gilt, aber
fr eine echte Obermenge aller komonotonen Alternativenpaare.
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